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Die Gleichungen - Ubersicht

Kompressible Navier-Stokes-Gleichungen

Erhaltungsgleichungen fir Masse, Impuls und Energie mit Reibung
und Warmeleitung

hyperbolisch — parabolisch

Re — o / \ w=M
C

Euler-Gleichungen Inkompressible Navier-Stokes-
Gasdynamik Gleichungen
hyperbolisch parabolisch — elliptisch

Die Grundgleichungen

Kompressible Navier-Stokes Gleichungen

p+V-(pv)=0
(pv), +V((pv)ev)+Vp=Vr

el+Vo(V(e+p)):V~(tV)—V~q

+ equation of state p = p(p, a)

Inkompressible Navier-Stokes Gleichungen (Dichte + Temperatur konstant)

1 1
V,+v-Vv+—Vp=—-Av

p pRe

V-v=0
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Die kompressiblen Gleichungen

Kompressible Navier-Stokes Gleichungen

p+V-(pv)=0
(pv), +V((pv)ov)+Vp=V1
€, +V-(v(e+p)):V-(tV)—V-q
+ equation of state p = p(p, S)

Was passiert mit der Zustandsgleichung?
Was passiert mit der Energiegleichung?

p,+v-Vp+ypV-v=0

Widerspruch Limit ist nicht so einfach!

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Die Euler-Gleichungen in primitiven Variablen

Kompressible Euler-Gleichungen in primitiven Variablen

p,+pV-v+v-Vp=0
v, +(V-V)V+§Vp =0
p,+v-Vp+ypV:-v=0
Inkompressible Euler-Gleichungen in primitiven Variablen
\A +(V-V)V+le =0
Vv =F())
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Schwierigkeiten mit Low Mach Number Stromungen

Physikalische Uberlegungen

Low Mach Number Stromung: M= v klein
c

Druckwellen werden sehr viel schneller als der Stromungstransport:
schneller Druckausgleich
==) Druck nahezu konstant
m==) keine Dichtednderungen durch das Stromungsfeld

M=0: Inkompressible Gleichungen

Irkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Konsequenzen fiir die numerische Approximation

Eigenwerte a,=v-c, a,=V, a,=v+cC

Konditionszahl ~ & fir M—0

= Steifigkeit — Typwechsel der Gleichungen
Rein explizite numerische Methoden missen versagen !!!!

Bedeutung der physikalischen Variablen andert sich

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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°Typ der inkompressiblen Gleichungen

1 1
vV, +v-Vv+—-Vp=—1-Av

p pRe
/ V-vi=0 \

Konvektionsterme Durckterme Viskositat
hyperbolisch elliptisch parabolisch

Geschwindigkeitsgleichung: Parabolisch — Konvektions-/Diffusionsgleichung
Divergenz-Bedingung: Elliptische Gleichung equation

Es gibt keine explizite Druckgleichung
Der Druck wird aus Gleichungen ohne Zustandsgleichung bestimmt
m=) keine thermodynamische Bedeutung

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Numerische Methoden fiir inkompressible Stromungen
o

Inkompressible Navier-Stokes Gleichungen

1 1
vV, +v-Vv+—Vp=—-Av
p pRe

V-v=0

Problem: Keine Gleichung fiir den Druck

Konstruktion einer Druckgleichung:

1 1
v, +Vv-Vv+—Vp=—-Av |-V
p pRe

= (V-v)t+V-(v~Vv)+V-Vp:RLV~AV
e

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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~

Druck-Poisson Gleichung
o

Fir eine gegebene Geschwindigkeit v erhalt man den Druck aus

V-Vp:RieV-AV—(V-V)t -V-(v-Vv)

elliptische Gleichung — Poisson Gleichung
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Approximation im Raum |

o
1 1
V,+Vv-Vv+—Vp=—--Av
p pRe
V-vi=0
Konvektionsterme Durckterme Viskositat
hyperbolisch elliptisch parabolisch

Konvektionsterme
Explizit in der Zeit ist mdglich, upwind-differencing, wenn die Konvektion
die Stromung dominiert <> hohe Reynolds -Zahlen

Implizit in der Zeit und zentrale Differenzen im Raum
Problem: nichtlineare diskrete Gleichungen miissen geltdst werden

" Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Approximation im Raum Il

1 1
V,+Vv-Vv+—Vp=—-Av
p pRe
V.-vw=0
Konvektionsterme Durckterme Viskositat
hyperbolisch elliptisch parabolisch

Viskose Terme

Explizit in der Zeit und zentrale Differenz im Raum ist méglich,

aber nur fur hohe Reynolds-Zahlen, schwer in Kombination mit einem
Turbulenzmodell, Zeitschritt-Beschrankung

Implizit in der Zeit und zentrale Differenz im Raum ist (iblich

Approximation im Raum Il

o
1 1
V,+v-Vv+—Vp=—-Av
p pRe
V-vi=0
Konvektionsterme Durckterme Viskositat
hyperbolisch elliptisch parabolisch

Druckterme

Implizit in der Zeit
vollimplizit — backward or implizit Euler 1. Ordnung genau
Crank-Nicolson 2. Ordnung genau

- 'Inkomuressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
% [CFD-19] Slide 15 Universitat Stuttgart EA@ H I— R :I: S

o

" Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser

%m A H L RIS

Zeit und Raumdiskrete Gleichungen

n+l n

v —v Soamnt | Son 1 % neta
————+ (V- V)" VP = — AV ordnung genau
At Re . .
- in der Zeit
V'Vn+l — 0

Approximation im Raum: FD-, FE-, FV- Methoden mdglich

Lésungsprozeduren:
Direkter Zugang, direkte Lésung fur v und p
Druck-Korrektur-Schemata oder Projektionsmethoden
segregated approach — Druckgleichung gibt p, dann v berechnen
Artificial compression — kiinstliche Kompression (stationare Losung)




Druck-Korrektur-Verfahren Druck-Korrektur-Verfahren

o o
1. Start mit einer Druckschatzung 3. Flhre Korrekturen fir Druck und Geschwindigkeit ein
2. Berechne die Geschwindigkeit aus der Geschwindigkeitsgleichung p™' = p, +3p, v = v, +0v
3. Fuhre Korrekturen fir Druck und Geschwindigkeit ein . , L , .
4. Lése die elliptische Gleichung fiir die Druck-Korrektur 4. Lose die elliptische Gleichung fiir die Druck-Korrektur
5. Berechne die korrigierte Geschwindigkeit n+l _ n - - 1 ~
v v n,n+l1 n+l n+l,n
——+ (V- V¥V + Vp =— AV
At Re
1. Starte mit einer Druckschétzung: P, v, —v" ~ ~ 1 ~
- -t +(v,-Vv,)+Vp, =—Av
) N o At Re *®
2. Berechne die Geschwindigkeit aus der Geschwindigkeitsgleichung
n+l n ~
YTV vVt 4 Vp, = LZV“*L“ Adv = -V (p) Geschwindigkeits-Druck
At £ Re Korrektur-Beziehung

Losung eines linearen Systems von Gleichungen: V,

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Die Matrix enthalt linearisierte Konvektions- und Dissipationsterme
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Druck-Korrektur-Verfahren | Bemerkungen
o o
Diskretisierte elliptische Druck-Korrektur-Gleichung erhalt man aus 1. Segregated Approach: Lésung der Druck-Gleichung, danach
der Divergenz-Bedingung Bestimmung der Geschwindigkeit
Vv =V. (v, +0v)=0 < V- -Sv= _ﬁ.(vg) 2. Finite-Volume Schemata gehen von der Impulsgleichung aus,

kollokiertem Gitter (collocated grid), Stabilisierung

Und die Geschwindigkeits-Druck-Korrektur-Beziehung 3. Finite_Differenzen Schemata fir die Inkompressiblen Navier-

Adv = _ﬁ(Sp) Stokes Gleichungen in primitiven Variablen werden oft auf
versetztem Gitter (staggered grid) formuliert
woraus folgt - -
V-A"V(©p)=V-v, Vi1 Vi staggered grid
Approximation von A-' fiihrt zu einer iterativen Prozedur die mit der Y o~ o’ Tuas, y-Geschwindigkeitskomponente
. . . . ij i+/2,
Iteration der Druck-Korrektur-Gleichung kombiniert ist. y x-Geschwindigkeitskomponente
i1 5
=> SIMPLE-Schema or SIMPLE-Typ-Verfahren 5-Punkte Laplace-Operator
(Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) X X X

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
% [CFD-19] Slide 19 Universitat Stuttgart EA@ H I— R :I: S

[61L-a40] dusnyeolay pun usbunwouls a|qissaldwou] Jny usiyepan

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
[CFD-19] Slide 20 Universitat Stuttgart HA@ H I— R :I: S




Projektionsmethoden
o

Lose die Geschwindigkeitsgleichung ohne Druckterm

v, +v-Vv= Av

pRe

Das Ergebnis wird zerlegt in einen divergenzfreien Teil, die
Geschwindigkeit v, und einen rotationsfreien Teil als Gradient eines
Skalars, den Druck p

Wenn diese Dekomposition durch eine Druck-Korrektur-lteration
geldst wird, ist das recht ahnlich zu eine SIMPLE-Typ-Verfahren

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Artificial Compression fiir die incompressiblen NSE
o

(Chorin 1967)

VO 4 (VO v O +p%o>VP(2) _
1
C—zpﬁz) +v.v@=p

hyperbolisches System

Stationary Losung ist unverandert
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[CFD-19] Slide 22 Universitét Stuttgart HA@ H L R :[ S

Inhalt

» Das inkompressible Limit

» Methoden fiir inkompressible Stromungen
» Die Verbindung zur Aeroakustik

» Computational Aeroakustik (CAA)

« Bemerkungen

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
% [CFD-19] Slide 23 Universitat Stuttgart EA@ H I— R :I: S

Der Link zur Aeroakustik
o

Schallentstehung und Schallausbreitung

Energie

Strémungs-
mechanik Mehrskalenproblem

Aeroakustik

Raum

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Mehrskalen und Fernfeld-Larm

Larm: kleine Energieskala, groRe Raumskala

1 kHz 36 cm Wellenlange
Stromung:  groRe Energieskala, kleine Raumskala
Annahme: 1 Zeitskala, 2 Raumskalen

kleine Skala: Stromung

grofRe Skala: Akustik

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Lighthill‘'s Akustische Analogie

]

(/} p—

ot pt+V-(pV)—O

VU (e V=i
—C(%Ap‘ Pa—AP=V'V‘((PV)OV)+V-(V.1)

p'tt _CéAp' = V.V. ((pv)o V)+ (p - Cép)+ V(V ) T)

Ausbreitung Erzeugung

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Lighthill‘s Akustische Analogie
o

M <<1

Schallerzeugung
inkompressible Navier-Stokes Gleichungen
Schallausbreitung
Lineare Wellengleichungen
Schallquelle
Lighthill-Tensor
Erweiterungen

FWH-Gleichungen, Lilley, Curle, Méhring, ...

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Stérungsansatze (Perturbation Methods)
o

u, +A(u)u, =0 kompressible Gleichungen

Stérungsansatz

u +A(u, +u)u’ =—u, —A(u, +u)u,

e U Kein Einflu der

nichtlinearen :

akustischen A( ) akustischen Wellen
u . .

Effekte 0 A(u,) aufdie Strdmung

Linearisierte Euler-Gleichungen

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Stoérungsansatze (Perturbation Methods)
o

u + A(ug) v’y = —u,, —Au,)u,
Linearisierte Euler-Gleichung

u’ ist gleich den akustischen Fluktuationen, wenn

U, das reine hydrodynamische Strémungsfeld

u’t + A(uO) u’x = - uO,t - A(uO) uO,x

Schallausbreitung Schallentstehung

< Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Skalierte Entwicklung um die Inkompressible Stromung
6 (Scaled Expansion about Incompressible Flow — EIF)

Isentrope Strémung

p:p0+M2pinc+M2pv
v=v" + MV

p:p0+M2pinc+M2p|

inkompressible Lésung: v p" L pM =p " /e,
thermodynamische Variablen: pg,p,

< Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Scaled EIF - Equations
o

inc

p|t +Vinc ‘Vp""%V'V':—Pt _Vinc ‘Vpinc

v+ (VinC -V)v' +(V- VIV LMVp’ =0

Po

prt + Vinc Vpl_i_%v . VI — _pitnc _ Vinc .Vpinc

linearisierte Euler-Gleichungen Quellterme

"'””Inkom ressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Computational Aeroacoustics (CAA) Numerische Beispiele

4 \°4

Fernfeld: Frequenzraum Gleichsinnig rotierendes Wirbelpaar
Nahes Fernfeld und Strémungsregion: Rechnungen im Zeitraum Co-Rotating Vortex Pair
Stérungsansatze scheinen sehr interessant
FWH ist Ublicher Ansatz

Notwendig: Numerische Methoden mit geringer Dissipation und Wirbel 1
Dispersion <> high order Verfahren Wirbel 2

Kompressible CFD-L&ser zerstoren die akustischen Wellen schon

Uber kurze Strecken Wirbelpfad

Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Numerische Ergebnisse des EIF-Verfahrens
A% \°4

—-——-- anagid|
num grid {

0.0001 |- pg
Lol 3.000E-04
Z.571E-04
2.143E-04
1.714E-04
1.256E-04
.57 1E-0%
4.286E-05
0.000E+00
-4.286E-06
-5.571E-05
-1.236E-04
-1.714E-04
-Z.143E-04
-2.57 1E-04
-3.000E-04

A
=

SE-05 i i

Fany

SE-05 H
[

® Wirbelzentrum

L
O  Gitterpunkt ote
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Vorgehensweise bei CAA-Verfahren

\°4

Lose die akustische Wellengleichung auf einem
groben Gitter mit Quelltermen in der Strdmungsregion

: % Inkompressible + Aeroakustik Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Heterogeneous Domain Decomposition

O
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Bemerkungen

A%

Inkompressible Gleichungen
Standardmethoden: Druck-Korrektur-Schemata
Raum-Diskretisierung: FV- and FE-Methoden
Schwach kompressible Strémungen
sehr viel mehr Rechenzeit: Low Mach Number ist immer
noch ein schwieriges Problem
Aeroacoustic

aktives Forschungsgebiet, Zeitraum-Methoden,
Schallentstehung aus turbulenter Stromung LES fiir
Turbulenz
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o
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