Verfahren hoherer Ordnung

S. Roller!, M. Ferch?, C.-D. Munz2, M. Dumbser?

Universitat Stuttgart
"Hochstleistungsrechenzentrum Stuttgart (HLRS)
www.hirs.de
?|nstitut fir Aerodynamik und Gasdynamik (IAG)
www.iag.uni-stuttgart.de

ENO/WENO, ADER, DG Roller, Ferch, Munz, Dumbser
[CFD-12] Slide 1 Universitét Stuttgart EA@ H L R :[ S

Verfahren héherer Ordnung
o

* ENO/WENO
* Discontinous Galerkin (DG)
* ADER
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ENO/WENO Verfahren
[

Idee:

MUSCL:  Benutze stiickweise lineare Rekonstruktion der Daten
um Genauigkeit 2. Ordnung zu bekommen
Fir die Steigungsberechnung werden Limiter bendtigt

ENO: Benutze stlickweise polynomiale Reconstruktionen
um héhere Ordnung zu bekommen
Auswahlkriterien nétig, welches Polynom benutzt wird

WENO: Benutze alle mdglichen Polynome in gewichteter Form
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Godunov‘s Theorem
o

Godunov‘s Theorem:

Ein lineares monotones Schema kann nicht
besser als 1. Ordnung genau sein.

Monotone Schemata von hdéherer Ordnung bendtigen eine Form
von Nichtlinearitdt (Datenabhangigkeit) in ihrer Konstruktion um
das oben erwahnte Theorem zu umgehen. Fir FV-Verfahren 2.
Ordnung liegt die Nichtlinearitdt in der Limiterfunktion, flr
ENO/WENO-Verfahren in der Stencil-Auswahl, die datenabhangig
unter Berucksichtigung von Glattheitskriterien durchgefuhrt wird.
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Stencil Auswahl
o

Die Auswahl des Stencils is der
einzige Teil, der stark vom Typ
des gewahlten Gitters abhangt.

Anforderungen:

* Die Anzahl der Stencils sollte
niedrig sein um die Rechenkosten
gering zu halten

* Die Stencils sollten klein im
Durchmesser und zentriert sein,
um hohe Ordnung zu erhalten

* einseitige Stencils sollten fur
unstetige Daten ebenfalls benutzt
werden (im WENO-Ansatz werden
sie benutzt, um Interpolationen tiber
Unstetigkeiten zu verhindern )

Auswahl auf Dreiecksgittern: * Folgen von benachbarten Dreiecken
* sectorial search
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WENO Rekonstruktion
(o]

Das Rekonstruktionspolynom erhalt man durch eine gewichtete
Summe von rekonstruierten Polynomen:

k
p(X> Y) = Z (Dipi(xs Y)

Die Gewichte w hangen von der Glattheit der rekonstruierten
Polynome p,(x,y) ab.
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WENO Rekonstruktion
o

Ein geeigneter Oszillationsindikator ist gegeben durch:

S =X [ DY y) dxdy

1<i+j<n

Und wird zur Berechnung des nichtlinearen Gewichts benutzt

®, , ~ 1
; =— mit 0, =——"—
®, (e +S(p)))

j=1

Typischerweise wird € = 10 ~4und r = 4 gewahlt.

Integration in der Zeit Ublicherweise mit Runge-Kutta-Verfahren.
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ADER Ansatz nach Toro
o

Ziel: Erweiterung des MUSCL-Ansatzes auf Ordnungen héher als 2

Idee: Interpolation in Raum und Zeit gleichzeitig
Problem: Fur Zeitableitungen werden mehrere Zeitschichten benétigt

Lésung: Sukzessives Ersetzen der Zeitableitungen durch Raumableitungen
(Lax-Wendroff-Prozedur, Cauchy-Kowalewski-Prozedur)

Beispiel: Skalare Transportgleichung u, +au,=0

utt = (ut)t = (_ aux)t = _auxt = _autx = _a(ut)x = _a(_ aux)x = azuxx
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Discontinous Galerkin Finite Element Methode

Discontinous Galerkin Finite Element Methode

o o
Multiplikation mit Testfunktionen P,
Die Euler-Gleichungen lauten J‘”‘T‘ 'ude‘FJ'”.LPA -div(F)dV =0
u +div(F)=0 udpuvwyg  F=[AuBuCy ! !
und partielle Integration
Repréasentation des Zustandsvektors u in Basisfunktionen ® J-J-J-\I,k ~u,dV+ﬁ‘{’kF’“ ~ﬁdS—J.”Fgrad(‘~Pk )dv =0
u(x, 1) = G (DD () + 8, (P, () +...+ B (DD (%) ? “ ?
a1 = 8,(OP, () Index-Notation: Summation von = 1 bis N Einsetzden er Entwicklung fiir u and ein numerischer Fluf? Fh an
den Zellgrenzen gibt die semi-diskrete Version des DG-
Schemas. Der numerische Flufd kann ein exakter oder
approximativer Riemannldser sein.
mupg oo fowrione 4G H L R | S femo e Ramrg oy (4G H L R | S
Discontinous Galerkin Finite Element Methode Discontinous Galerkin Finite Element Methode
o o
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Beispiel: Skalare Transportgleichung

u+au,=0

mit dem numerischen Fluf} (upwind, 1st order)

. R .
f 1 <u15u1+1)= aul

il
Finite Element Scheme
[%,uav+[w =0
Q Q

[W,udv+ § £ idS—[f(¥,), dV =0
Q Q

aQ
Reprasentation of u als

w60 = 38,00, ()
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Mit der Wahl ¥=® und dem Einsetzen der Entwicklung fiir u
vereinfacht sich das Schema zu

[o udv+fo, f"iids—[ (@) av =0
Q Q

oQ

j(Dk ~u/dV+((I>Aau)l+% —(@kau)i_% —J.au-((I)k)de=0
Q

Q

J.(DA ~(Z:2,Cl>,)1dV + (@I;azzjl(bl)”% _(q)kazﬁlq)l),,% _J.azﬁ/q)l’(@k)x av =0
a o
Z[J.CDI: ‘(ﬁ1®1)1dV+(q)ka'21¢)1)1+% _((ka';/@/)i% _J.aﬁzq)l'(@k)x dV] =0
b a

z( [0V + aif, (30, ()", ()b, () jam,mdv}o




Discontinous Galerkin Finite Element Methode
o

In Indexnotation schreibt sich das Verfahren

.[(Dkq)l(d;)z dx*‘lq)k(%)@z(% i) ’aq)k(’ %)@1(% i 7Ia(q)k)xq)lu’\lldx =0
Q

Q
Zusammengefalit zu der gewdhnlichen DGL
M, (L?,’ ), tva-Fiil —a-Flal' —a-K ) =0 (ODE)

mit.:  Masse-Matrix Steifigkeits-Matrix
M, = J.(chpldx Ky =|(®,)®dx
Q Q
Right Flux Matrix Left Flux Matrix

Fi =@, (3)o,(4) Fy =0, (-5)0,()
Integration der (ODE) in der Zeit mit einem klassischen Runge-Kutta Schema

——> Runge-Kutta Discontinuous Galerkin Methode
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