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Godunov‘s Idee in einer Raumdimension
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Stlickweise konstante Werte in jeder Zelle
Lése Riemann-Problem an jeder Zellkante
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Formulierung als Finite Volumen Verfahren
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Die Methode von Godunov

o

Numerischer Flul? der Godunov-Methode:

Ugp. L6sung des Riemann-Problem an der Zellkante

Eigenschaften des Godunov-Verfahrens:

— Exakte Erhaltung

— Nichtlineare Wellenausbreitung

— Adaptivitat

Stabilitat: CFL-Bedingung
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Die Roe Linearisierung
o

P. Roe (1981): Ersetze die exakte Losung durch die exakte Lésung
des folgenden linearisierten Riemann Problems:
u, flirx <0

Irx

u, +Au, =0, u(x,0)= {u fir x > 0

Die Matrix A, = A,(u,,u,) heilkt Roe-Matrix, wenn

1 Aduu) =AQ)
2. A, ist diagonalisierbar (d.h. hyperbolisch)
3. A, erfillt die Mittelwertseigenschaft:

f(u,)- f(ul) =A,(u, _ul)
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FluB und Jacobi-Matrix fiir die

1D Euler-Gleichungen

Q

u, +f(u), =0 <

pv
fw)=|pvi+p | A=
v(e+p)

H=STP 2oy B e
p p

u, + A, =0

Eigenwerte: a,=v-c, a,=v, a;=v+c
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Ubung: Herleiten der Roe-Mittelwerte

C

flo,) - flu) = A(u)

0 1 0
prvr plvl _3
PV +p, |- v 4D |= YTVZ B-yv  y-1

v, (e, +p,) vi(e, +py)
{

Eigenwerte: a,;=v-c, a,=v, a;=v+c
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Roe-Mittelwerte fiir ein ideales Gas
o

Roe-Matrix A, (u,u,)=A()

mit 5= (ol
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System von linearen Transportgleichungen
o

Die Matrix A ist diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Matrix R mit:

a, 0
= A=R'AR= = diag(a,,a,,...a,,)

I 0 a
Ahnlichkeits-
transformation

R ist die Matrix der Eigenvektoren: R=(r, ..., Mm)

r Eigenvektor zum Eigenwert a,, d.h. Ar,=a;r,
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Warum Linearisierung?
o

Aot R™'{ U +Au =0

R'u,+R'Au_=0
R'u,+R"ARR"u =0
(R'u),+R'AR(R'u), =0

A

w =R charakteristische Variablen

w,+Aw_ =0 charakteristische Normalform
m entkoppelte SKALARE lineare Transportgleichungen
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Losung des linearisierten Riemann-Problems
o

3
1.Transformation: U, —U, = R(Wr _W|)9 u, -y = Zerj
i=1
=> Bestimmung der y

1 — oy 1
Y :—%[Am] —Ap(VI +C)]_EY2

yé_zl [Ap (77— H)-7,Am, +Ac|

Y=~

Ys=Ap—Y,— Y,

X
FluRfunktionen Roller, Ferch, Munz, Dumbser
% [CFD-08] Slide 12 Universitat Stuttgart HA@ H I— R :I: S




e

Losung des linearisierten Riemann-Problems
o

2. Die vier konstanten Zustande

X — X — X —

—=q —=a, —=da,

t ty ¢ t

u, u, Uy =u+vh
Uy =U +7,+ 7,0
u, u,
X
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e

Numerischer FIuR des Roe-Schemas
(o]

Damit erhalt man

3
gi+§ = f(ui )+ Za}erj
j=1
3
+
81 = f(um )_ Zaj Vit
2 p=
Ublicherweise nimmt man den Mittelwert

gRoe (ui’ui+1): 2

Zentrale Differenz

1 1<
_(fm +1 )_ EZ:, |aj|yjrj
=

Korrektur gemaf

Wellenausbreitung
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Eigenschaften des Roe-Schemas
o

Eine einzelne StoRwelle oder eine einzelne Kontaktunstetigkeit wird
exakt aufgeldst.

Das Roe-Verfahren kann an starken Verdiinnungen die Konsistenz
mit der Entropiebedingung verletzen.

Unterschatzen der Wellengeschwindigkeiten an Verdiinnungen.

Entropy-fix:

5 3, fur ;5] >
1,3 —
o) sonst
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The Method of Harten, Lax and Van Leer
o

Einfachstes Godunov-Typ Verfahren

X X
—=4q 7 =a,
At
u,
Ax Ax
2 2
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Der Riemann-Loser nach Harten, Lax, van Leer (HLL) | |

o

Weitere Vereinfachung gegeniiber Roe-Loser:

Nur noch ein mittlerer Zustand

a, for <a,
t
X X
W[ —;u;u, a, for a <—=<a,
t t
X
a, for —>a,
t

a, a, kleinste und grofite Wellengeschwindigkeit

a, mittlerer Zustand
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Der Riemann-Loser nach Harten, Lax, van Leer (HLL) Il |

o

Konsistenz mit der integralen Erhaltung
u = au —ay 7f(ur)+f(ul)
Ir ar _a|

Numerischer Flul:

a’ f(u)-a f(ur)+ a, a (

gHLL(uI!ur): a: —a a

Berechnung der Signalgeschwindigkeiten:
a, =min {Vl -cy, v—c, O}

a, = max{vr —c,,v+c, 0}
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Uberblick Riemann-Léser

(o]
t Kontaki- t
unstetig-
Verdlinnung ke't
X =aft
uIr
U X
r
Godunov-scheme Roe-scheme HLL-scheme

Exakte Losung des
Riemann-Problems,
Fixpunktiteration

Exakte Lésung des A priori Abschéatzung
lin. Riemann-Problems, der schnellsten Wellen-
Charakteristiken-Theorie geschwindigkeiten
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Flux-Vector Splitting Methods
o

Aufspaltung des Flusses f(u)=f(u)+f"(u)

/N

left right
mit "
df
non-negative EW A*(u): (u)
du
non-positive EW A*(u):dfi(u)
du

Numerischer Flulk

g(ui’ui+1 ) = f*(ui )+ fﬁ(um )
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Flux-Vector Splitting nach Steger & Warming |
o

Euler Theorem:
FluB der Euler-Gleichungen ist homogen vom Grad 1:

fau)=af(u) forall ae®R

— )= AW AQ)= )

Idee: Diagonalisierung der Jacobi-Matrix A(u), Aufspalten der

Diagonalmatrix in eine ,positive” und ein ,negative”
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Flux-Vector Splitting nach Steger & Warming Il |
o

Diagonalisierung A = R7'A R mit A := diag (V —-C,V,v+ c)

mit A" = diag(af,ag,ag)

Splitten von A=A +A", . .
mit A = dlag(al’,a;,a;

1l
>
I+
c
~
[

Splitten des Flusses:  * (u)
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Flux-Vector Splitting nach Steger & Warming lli

°
£t £(2(\/—1)-a§ +a; +a§)
) 2Y
+ + + + C
fiz flavi+ (ai _a?)' gv
f1it3 f1it1 V2
. LVEEV L POV, (. .\ PC
fia b= +(a;-a;)- 2y +(az+a1‘)-2(v_1)v

Steger-Warming Fluf3 in x-Richtung
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Flux-Vector Splitting nach van Leer in x-Richtung

(]
Machzahl M FluR nach rechts Fluss nach links
M=>1 E' =F F =0
F, = ZM+pm=0 F, = -Za-mpm=2
: 4 c i 4 c
, . C . e
FLZ = FL! =L FI.Z = Fl.l =
Y Y
-1<M <1
F; = Fiv, Fs = F,-v,
. : Y los o= et e
F, = F,-C -ﬂyz—ilraﬁj v, 1 Gyt ey
mit C, = (y_])_v‘Jrzc mit C, = (y-1)-v,-2c
M <-1 F =0 F =F
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FluBberechnung
o

Upwind differencing
Godunov-type schemes
Godunov, Roe, HLL, Osher
Flux-vector Splitting schemes
Steger-Warming, van Leer, AUSM, ...

Stiickweise konstante Werte
mm=)> Erster Ordnung genau, recht dhnliche Ergebnisse
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Anhang: Approximate Riemann Solvers
(]

Definitionen und Mathematische Grundlagen
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Anhang: Approximative Riemann-Lésung
o

Definition:
Die Funktion w=w(x/t;u,,u,) heilt approximative Riemann Lésung,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. a,ist die kleinste, a, die gréfite Signalgeschwindigkeit

2. Die Konsistenz mit der integralen Erhaltung ist gewahrleistet:
[0 s/t dx = S5+ u,)- At ()~ f(w,)

3. Konsistenz mit der integralen Entropie-Bedingung

[ Ulw(x/Atsu,.u,)dx < %(U] +U )~ At(F(u, )~ F(u,))

—Ax/2

At klein genug

FluRfunktionen Roller, Ferch, Munz, Dumbser
% [CFD-08] Slide 27 Universitat Stuttgart EA@ H I— R :I: S

[80-a40] usuonyuNgN|4 pun JasgluUEWSTY

o Anhang: Godunov-Typ-Verfahren

Definition: Ein Verfahren wird Godunov-Typ Verfahren genannt,
wenn gilt

e :i LMZW(X/At;u?_I,u;’)dx+ifwzw(x/m;u?,u?+l

wobei w eine approximative Riemann.Lésung ist.

Theorem: Ein Godunov-Typ-Verfahren kann in konservativer
Form geschrieben werden mit dem numerischen Fluf:

1 ¢o n _.n Ax
gi+l/2 = f(lli )_EJ.—AX/Z W(X/At UL, Uy )dX + Eui
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)dx




