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Motivation

4
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Ziel: Simulation von Gas- oder Flissigkeitsstromungen

Gase: kompressibel

— Unstetigkeiten (Stolke, Kontaktunstetigkeiten)
Flussigkeiten: inkompressibel

— unendliche schnelle Ausbreitung von Stérungen

‘ => Unterschiedliche Typen von Verfahren ‘

HLRIS

Modellierung

Q

Realitat

Numerische Approximation

Simulationscode

HLRIS
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Physikalische Modellierung: Erhaltungsgleichungen

Q

Z.B. Massenerhaltung: 7 Normale

Masse in V: IpdV
p Dichte v

Masse kann nicht entstehen oder verschwinden

4 rpav=—[f, -fds
dts

%

Kontinuumsannahme
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Beispiel Massenerhaltung: Integral- und Differentialform
9
ov
i Masse in V: Ip dv (p Dichte)
\%
Integrale ij pdV = —[f, -fidA, V belicbig
Massenerhaltung dt v Lo
GauRscher Satz, Vertauschung
von Integration und Differenziation daVv beliebig =
[ +V 1,)dV =0 | ptV(pv)=0 |
v —
=pv Differentielle Form
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Physikalische Modellierung: Integrale Massenerhaltung

\°4

Anderung der Masse in V. <Fluss durch den Rand

d ~ Integrale
—|pdV=—|f, -ndS
dtlp a-'; nh Massenerhaltung

Annahme: p,f sind stetig differenzierbar
Vertauschung von Integration und Differentiation + Satz von Gaul

jipdv =-[v.f,dv o [p +V.f,dV =0

v dt v \Y%

Dies gilt fur jedes beliebige Teilgebiet V

Differentielle Form der

Massenerhaltung
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= pt+V-(pv):O

Die Grundgleichungen der Stromungsmechanik

%4

Integrale Erhaltung von
Masse, Impuls und Energie

Navier-Stokes-Gleichungen
System von Differentialgleichungen
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Erhaltung der Masse
]

ErhaltungsgrofRe: A(Massendichte)

Anderung der Dichte durch:
1. Konvektion

d -
Integrale Form: aipd\/ = —a_l;(p v)-ndS
Konvektion
}

Differenzielle Form:

pt+V'(pV)=0
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Erhaltung des Impulses
o

ErhaltungsgréBe:  pWImpulsdichte)

Anderung des Impulses durch:

1. Konvektion
2. Oberflachenkrafte: Druck, Reibung
3. Volumenkrafte: Gravitation, elektro-magn., ....

:Qtegfa'e gjpvdv == [((pv)ev)idS— [(pDidS+ [tiidS+[fdV
orm dt v ov T ov T ov T v T
; . : AuRere
Konvektion Druckkrafte  Reibung Krifte
Differenzielle Form: (pV)l +V -((pv)o V)+ Vp=V-1+f
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Erhaltung der Energie
o

Erhaltungsgrofe: € (Gesamtenergie pro Einheitsvolumen)

Anderung der Energie durch:
1. Konvektion
2. Arbeit durch Druckkrafte, Reibung
3. Arbeit durch Volumenkrafte
4. Warmeleitung
5. Warmezufuhr

Integrale ijedv:—fve-ﬁdS—fvp-ﬁdS+ [rv-idS+[f-vdV - [q-fidS+[QdV
dt avT VT EVT VT

v 5VT 5\/‘[

K ki Druck- Reib AuRere Warme-  Warme-
onvektion ¢ xfte el lﬁ Krafte leitung zufuhr
Differenzielle Form: e, +V -(V(e + p)) =V-tv+f-v-V.q+Q
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Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
o

pt+v~(pv)20

(PV)t +V'((PV)O V)+ Vp=V.1+f Impulserhaltung

Massenerhaltung

e, +V-(vle+p))=V(t-v)-V-q+f-v+Q  Energieerhaltung

p  Dichte p Druck
v Geschwindigkeit t  Reibungstensor
e  Gesamtenergie q Warmefluss

Zustandsgleichung: p = (y—l)pg , €= pg_}_%p(vlz +V22)+ pgh

/‘

ideales Gas Innere  kinetische potentielle
Energie

System von Erhaltungsgleichungen
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Gleichungen der Gasdynamik: Die Euler-Gleichungen
o

Reibungseffekte und Warmeleitung kénnen oft vernachlassigt werden

P, +V-(pv)=0
(pv) +V-((pv)ov)+Vp =T
et+V-(V(e+p)):f-V+Q

Zustandsgleichung: p = ('y —l)pg & p= (7_1)( _%pvz —pgh)

Gasdynamik
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Euler-Gleichungen in zwei Raumdimensionen
o

u, +f,(u), +f, (u)y =0

p PV PV,
2
\'% v, + \"2R%
w=| P =] TP )= P
pv, PVviVv, pv, +p
e vi(e+p) v,(e+p)

Zustandsgleichung: p=(y-1)pe < p=(y- 1)(e —%pvz)

Gasdynamik
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Euler-Gleichungen in einer Raumdimension
o

u, +f(u), =0

p pv
u=|pv f(u)=| pv>+p

e v(e+p)

Zustandsgleichung: p= (Y - 1)08 < p= (Y - 1)(e - %PVz)

Gasdynamik
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Die Gleichungen einer inkompressiblen Stromung
o

Einfachster Fall: Dichte= konstant, Temperatur konstant
Kompressible Gleichungen:

P, +V-(pv)= 0
(pv)t + V((pv)o V)+ Vp=V1+f
e, +V-(vle+p))=V-(tv)-V-q+f-v+Q
+ Zustandsgleichung : p = p(p, 8)

Inkompressible Gleichungen:

V-v=0

1 1
V,+V-Vv+—Vp=—-Av+Tf

p pRe

Inkompressibler Grenzwert: Machzahl — 0
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Entdimensionalisierung - Referenzwerte

o
Numerisch kdnnen Probleme auftreten, wenn die Variablen extrem
unterschiedliche GréRenordungen haben.
=> Ublicherweise werden die Variablen entdimensionalisiert:
_ pref _ p ref _ X ref
prefﬁprefﬂxref’uref7cref _—‘ 7Tref - R ’tref -
pref pref u ref
. P A P . X o~ 18} c t
p: 7p: , X = sU: ,C = st:_sT
p ref p ref X ref u ref C ref t ref
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Entdimensionalisierung — Die Gleichungen

Wahle

U, =¢

ref

Eulergleichungen: dimensionsbehaftete / dimensionslose Form

p+V-(pv)=0
(V) +V-((pv)e v)+Vp =0
e, +V-(v(e+ ))=0

Zustandsgleichung:

Roller, Ferch, Munz, Dumbser
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Entdimensionalisierung — Die Gleichungen
o

Wahle

u ref #C ref

Eulergleichungen: dimensionslose Form
p+V-(pv)=0
(o), + V- ((pv)o V)4 15 VP =0
e, +V-(V(e+p))=0

2

Zustandsgleichung:  p=(y—1)pe < p=(y- 1)(e _ MTPVZ
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Entdimensionalisierung — Die Gleichungen

Navier-Stokes-Gleichungen: dimensionslose Form

p.+V-(pv)=0
(pv), +V((pv)ev)+Vp=Vi+f
e, +V-(v(e+p))=V-(tv)-V-q+f-v+Q

Zustandsgleichung:

p=(y-1)pe & p=(y-1)e—L1pv’—pgh)
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