Projekt 3: Programmieren eines Finite Volumen Codes
auf kartesischen Gittern zur Losung der 2D

Eulergleichungen mit Anwendung am Beispiel der
Richtmyer-Meshkov Instabilitat

Sabine Roller, Michael Dumbser

Kompaktkurs Einfiihrung in die numerische Stromungsmechanik
HLRS, Universitiat Stuttgart

29.3. - 2.4. 2004



1 Aufgabenstellung und Lehrziele

1.1 Aufgabenstellung

Nach dem Programmieren der Riemann-Léser in Teilprojekt 2 sollen diese nun in einen voll-
stdndigen 2D Code integriert werden, damit das Zusammenspiel der einzelnen Teile eines Finite
Volumen Codes klar wird. Wenngleich die Beschrankung auf kartesische Gitter eine deutliche
Vereinfachung darstellt, so sind doch die wesentlichen Elemente schon klar ersichtlich:

e Riemannloser

e Flussbilanzierung

Zeitintegration

Rekonstruktion und Limitierung fiir die 2. Ordnung

Setzen von Randbedingungen

Das Grundgeriist des Codes wird bereits vorgegeben, so dass Routineaufgaben wie die Ausgabe
der Daten in ein mit IBM Open DX kompatibles Format, sowie die Initialisierung der Anfangs-
bedingung nicht mehr von den Studierenden zu erledigen sind. Ausserdem wird so die Struktur
des Codes, als auch ein fester Standard fiir die Schnittstellen zwischen den einzelnen Unterpro-
grammen festgelegt. Als Anwendungsbeispiel wird nach der Validierung des Codes durch einen
2D Gausspuls die Richtmyer-Meshkov Instabilitdt berechnet.

1.2 Lehrziele

e Programmieren eines 2D Finite Volumen Codes in Fortran 90

Validierung des selbsterstellten Codes

Teamarbeit

Einblick in eine fundamentale fluidmechanische Instabilitat

Préasentation der Ergebnisse

1.3 Benotigte Software

e Linux

e Emacs

e Intel Fortran 90 Compiler
e IBM Open DX



2 Grundkonzeption und Validierung des Codes Euler2D

2.1 Benotigte Zusammenhinge
2.1.1 Diskretisierung der Grundgleichungen

Die zweidimensionalen Eulergleichungen lauten

ut+f1(u)ar+f2(u)y:0 (1)
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Diskretisiert man obige Gleichungen mit einem Verfahren in Erhaltungsform (Finite Volumen),
so ergibt sich folgendes numerische Schema mit den numerischen Fliissen g und h:

. At At

Uiy = UZ T Ar (9¢+1/2,j - gz‘—l/z,j) - A—y (hi,j+1/2 — hi,jfl/Q) (3)

Durch Anwendung der linearen Transformation

fo(u) =M - fy(M 'u) (4)
mit der Transformationsmatrix
+1 0 0 0
0 0O -1 0
M = 0 —+1 0 0 (5)
0 0 0 +1

lassen sich der Fluss f5 und der numerische Fluf h aus den Fliissen f; bzw. g einfach berechnen.
Fiir ein Verfahren erster Ordnung kann direkt der Riemannléser benutzt werden, fiir Verfahren
héherer Ordnung im Raum sind die Zustinde an der Zellkante rechts und links geeignet zu

rekonstruieren (MUSCL Technik mit Limiter).
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2.1.2 Verfahren 2. Ordnung in Raum und Zeit: MUSCL

Fiir das Verfahren 1. Ordnung wird in jeder Zelle ein konstanter Zustand angenommen, der von
einer Zelle zur néchsten springt. An der Zellkante wird dann ein Riemann-Problem gel6st und
damit der numerische Fluf berechnet:

Gi+1/2,j = g(uzjauzlﬂ,j)’ hi,j+1/2 = h(u?,ja UZ]‘H) (6)

Nimmt man an, daf die Grofen innerhalb der Zelle nicht konstant, sondern bilinear (d.h.
linear in beide Richtungen) verteilt sind, dann hat man am rechten und linken bzw. am oberen
und unteren Zellrand andere Werte, die in den Riemann-Loser eingehen. Der numerische Fluf
berechnet sich dann aus

Gir1j25 = 9(ui, ulin-),  Pigrre = h(ul, uli ) (7)

Dafiir benotigt man zunéchst die Steigungen sz und sy in z- bzw. y-Richtung. Man erhilt sie
aus den einseitigen Ableitungen [; ;, 7; ; in x-Richtung, u;, ;, 0;; in y-Richtung:

n n n n
Uij — Ui, Uij — Uij—1
lig=—""F—" Uiy = o (8)
Ax Ay
n n n n
Ui, — Uiy W1 — Ui j
rij=———== g ;=2 (9)
,] T Ax ,] T Ay

Aus diesen Steigungen muf eine Auswahl getroffen werden, die die TVD-Eigenschaft erhélt.
Dies bekommt man durch eine Limiter-Funktion wie z.B. minmod:

a, falls |a| < |b] und ab > 0,
minmod(a,b) = < b, falls |a| > |b| und ab > 0, (10)
0, falls ab < 0.

Die Steigungen sz und sy sind damit:

sx;; = minmod(l; j,7; ;) sy;.; = minmod(u; j, 0; ;) (11)

Damit kann man die Werte vom Zellmittelpunkt an den Rand extrapolieren:

A A
+ gsxi,j bzw. uj, = uf ;) + 7y5yi,j (12)

n _ .n
Uix = U(iy)

Damit hat man bereits ein Verfahren 2. Ordnung im Raum. Um die 2. Ordnung auch in der
Zeit zu bekommen, geht man prinzipiell genauso vor, man extrapoliert vom Zeitpunkt " auf
den Zeitpunkt ¢"+/:

At
n+1/2 n
U hye = e+ o e (13)
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In der Zeit kann man aber keine Steigung berechnen, da man nur die Werte zu einem Zeitpunkt
hat. Man behilft sich, indem man die Zeitableitung durch Raumableitungen ersetzt:

up = —fi(u)e = fa(u)y (14)

und damit

1/9 1A 1A " n
W = e = 5 Rl = )] = SR () = ol ) (15)

Diese Werte gehen nun in den Riemann-Loser ein und man bekommt die numerischen Fliisse

n+1/2 n+41/2 n+1/2 n+41/2
gir1/25 = 9(u;} ! vu(i+1§—)’ higaje = hugy / ’u(j+1/)—> (16)

2.1.3 Bestimmung der Zeitschrittweite

Die CFL Zeitschrittbedingung zur Gewéhrleistung einer stabilen Diskretisierung lautet:

At = CFL - min (Az, Ay) (17)
max (|c| + |v])
1
CFL <3 (18)

2.1.4 Transformation der konservativen und primitiven Variablen

Die Umwandlung der konservativen Variablen [p, pu, pv,e]T in primitive Variable [p,u,v,p]T
funktioniert unter Zuhilfenahme der Zustandsgleichung wiefolgt:

p=0p (19)
_ru
u= p (20)
=0 (21)
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Die umgekehrte Transformation lautet:



p=p (23)
puU=p-u (24)
pv = p (25)
p Py 2 2
6:ﬁ+§(u +U) (26)

2.1.5 Setzen von Randbedingungen

Um Randbedingungen einzuhalten, werden um das Rechengebiet sogenannte Ghostcells gelegt,
in denen Werte so vorgeschrieben werden, daf auf dem Rand die verlangten Bedingungen gelten.

G2 [ @ 1 &2
@ @y 1@

777 717771177

(10) | (20)

Man kann die Werte der inneren Zellen in die Ghostzellen extrapolieren,

Ugj = Uy j UIMAX+1,j = UIMAX,j (27)

Ui = U1 Ui IMAX+1 = Wi JMAX (28)

Hat man ein Beispiel, bei dem man nur einen Ausschnitt aus einem periodisch wiederkehrenden
Verhalten simuliert, setzt man periodische Randbedingungen, indem man die inneren Werte
vom gegeniiberliegenden Rand kopiert:

Ugj = UIMAX,j UIMAX+1,j = Ul (29)

Ui = Ui, JMAX Ui TMAX+1 = Ui 1 (30)

Dies muf man fiir alle Grofen machen, insbesondere auch fiir die Gradienten! Andernfalls wiirde
das Verfahren am Rand auf 1. Ordnung zuriickschalten.



2.2 Modularer Aufbau

Der Code Euler2D ist in Fortran 90 programmiert und nutzt die Mdéglichkeit des modularen
Programmierens, welches im Vergleich zur klassischen Programmierweise Sicherheitsvorteile im

Umgang mit Subroutinen und Variablen durch die PRIVATE und PUBLIC Merkmale bietet.
Der Code beinhaltet die folgenden Dateien:

e Euler2D.f90: Hauptprogramm, welches vom Benutzer an der Shell aufgerufen wird. Wird
den Studierenden fertig zur Verfiigung gestellt.

e TypesDef.f90: Hier werden die Datentypen festgelegt. Wird zur Verfiigung gestellt, um
eine einheitliche Schnittstelle zwischen den verschiedenen Subroutinen herzustellen.

e IniEuler2D.f90: Subroutine zur Initialisierung der Simulationsparameter; wird zur Ver-
fiigung gestellt und kann von den Studierenden je nach Problemstellung verindert werden

e CreateMesh.f90: Erstellt das kartesische Gitter. Wird fertig zur Verfiigung gestellt.

e InitialCondition.f90: Setzt die Anfangsbedingung je nach Problemstellung. Wird fertig
zur Verfiigung gestellt.

e PrimCons.f90: Umwandlung der konservativen in primitive Variable. Der Modul-Header
wird bereitgestellt, die Funktion ist zu programmieren.

e CalcTimeStep.f90: Berechnet den Zeitschritt aus der CFL Bedingung. Der Modul-
Header wird bereitgestellt, die Funktion ist zu programmieren.

e DataOutput.f90: Schreibt die Feldgrossen in einem von Tecplot lesbaren Format in eine
Datei. Wird vorgegeben.

e TimeDisc.f90: Hier erfolgt die Zeitdiskretisierung.
e CloseEuler2D.f90: Gibt den Speicherplatz wieder frei. Wird vorgegeben.

e SetBoundaryCondition.f90: Routine zum Setzen der Randbedingungen. Ist von den
Studierenden zu programmieren.

e ComputeGradients.f90: Berechnung der Gradienten und Anwendung eines Limiters
fiir rdumliche Diskretisierungsordnung 2. Ist von den Studenten zu erstellen.

e Reconstruction.f90: Rekonstruktion der linken und rechten Zusténde fiir das Riemann-
problem an jeder Seite und MUSCL Technik in der Zeit. Ist fiir beide Raumordnungen
von den Studierenden zu programmieren.

e FluxCalculation.f90: Hier werden die 2D Euler Fliisse berechnet indem die Feldgros-
sen ins jeweilige seitenlokale Koordinatensystem gedreht werden und der so berechnete
Fluss danach wieder ins globale System zuriick gedreht wird. Wird von den Studierenden
programmiert.

e FluxBalance.f90: Bilanzierung der Fliisse iiber jede Zelle. Liefert die Zeitableitung der
Feldgrossen in jedem Volumenelement. Ist von den Studenten zu programmieren.
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Abbildung 1: Flussdiagramm des Raumdiskretisierungsoperators im Code Euler2D

e FluxGodunov.f90: Berechnet den numerischen Fluss nach Godunov. Wurde bereits in
Teilprojekt 3 programmiert.

e ExactRiemann.f90: Lost ein Riemannproblem exakt durch Fixpunktiteration. Wird zur
Verfiigung gestellt.

Kern des Codes ist, wie iiblich in jedem Finite Volumen Code, die Flussfunktion, der in Abbil-
dung 1 als Flussdiagramm dargestellte Raumdiskretisierungsoperator und die Schleife iiber die
Zeitintegrationsschritte.



2.3 Validierung

Die Validierung erfolgt mittels folgender Testbeispiele:

e 1D Gausspuls nur in der Dichte mit reiner Konvektionsgeschwindigkeit u in x-Richtung.
Der Puls muss mit der Geschwindigkeit u transportiert werden.

e 1D Gausspuls nur im Druck, der sich in zwei gleiche nach rechts und links laufende
Gausspulse aufteilen muss, die sich je nach Stirke des Druckpulses aufsteilen und sich fiir
sehr kleine Stérungen mit der Schallgeschwindigkeit ¢ = y/7vp/p bewegen (vgl. Abbildung
2).

e 2D Gausspuls nur im Druck, der kreisformige, konzentrische Wellenfronten erzeugen muss,
siehe Abbildung 3.

Der Riemannlser wurde bereits in Teilprojekt 2 implementiert und validiert, so dass obige
Tests ausreichen, um die Funktionalitdt des Gesamtcodes zu iiberpriifen. Programmierfehler
wiirden sich schnell in Instabilitdten und falschen Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Wellen
aussern.



Abbildung 2: 1D Gausspuls in p, der sich in eine links- und rechtslaufende Welle aufteilt



Abbildung 3: 2D Gausspuls in p, der konzentrische Wellenfronten hervorruft
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3 Richtmyer-Meshkov Instabilitat

3.1 Definition des Problems

Als Anfangsbedingung wird eine ruhende Kontaktunstetigkeit mit sinusférmigem Frontverlauf
gesetzt, auf die eine durch einen senkrechten Verdichtungsstoss hervorgerufene Kraft wirkt. Der
Frontverlauf teilt das Rechengebiet in eine linke und rechte Hilfte unterschiedlicher Dichte, der
Stoss wird durch ein Riemannproblem am &dussersten linken Rand des Gebietes erzeugt. Die
fiir das Problem relevanten Ahnlichkeitszahlen sind das Dichteverhéltnis Z—; der Kontaktunste-
tigkeit, die Stossmachzahl M, = o= sowie das Verhéltnis von Amplitude zur Wellenléinge der
sinusformigen Front.

Die Rechnung wird mit dem oben beschriebenen Finite Volumen Code Euler2D auf einem Git-
ter mit 600x400 Zellen durchgefiihrt, das Schema zur Flussberechnung ist der Godunov Fluss
mit zweiter Ordnung in Raum (MUSCL Technik) und Zeit (Runge-Kutta 2. Ordnung). Das
Rechengebiet hat die Dimension 60 x 40 Einheiten, die charakteristische Amplitude der Front
betrdgt 2.0 und die Wellenlédnge 13.33 Einheiten. Die Dichte betragt links und rechts der Kon-
taktunstetigkeit p;, = 1 bzw. pr = 0.25, womit das Dichteverhéltnis ZL = 4 betrédgt. Der Druck
ist auf beiden Seiten gleich 1, die Geschwindigkeit null. Um den Stoss mit der Stossmachzahl
M, = 1.5 zu erzeugen, wird in einem kleinen Gebiet links der Kontaktunstetigkeit der Druck auf
prp = 4.9 und die Dichte auf prp = 4.22 gesetzt. Die Randbedingungen werden im folgenden
Beispiel als Extrapolation erster Ordnung implementiert, was einen interessanten Einfluss auf
die Entwicklung der Wirbelstruktur hervorruft. Periodische bzw. Wandrandbedingungen oben
und unten wiren ebenso denkbar und verdnderten das Verhalten der Instabilitdt merklich.

3.2 Simulation

Die zeitliche Entwicklung dieser Ausgangskonfiguration wird in Abb. 4 deutlich. Nach dem
Auftreffen des Stosses auf die zerfaltete Front setzt ein Glattungsprozess ein, der die mittlere
Amplitude verringert, jedoch gleichzeitig auch kleinskaligere Unterstrukturen erzeugt. Einige
dieser Strukturen sind nun der rdumliche Ausgangspunkt fiir die bekannte Richtmyer-Meshkov
Instabilitdt. Diese 1960 von Richtmyer theoretisch vorhergesagte und 1969 von Meshkov experi-
mentell nachgewiesene Fluidinstabilitét tritt auf, wenn eine Kontaktunstetigkeit (mit beliebigem
Dichteverhéltnis) entweder durch ein konstantes Kraftfeld (z.B. Gravitation) beschleunigt wird,
oder wenn ein Verdichtungsstoss auf die Kontaktunstetigkeit trifft. Die Richtmyer-Meshkov In-
stabilitat ist algebraisch (d.h. sie wichst linear mit ¢ an), nicht exponentiell, wie die meisten
anderen Instabilititen und erzeugt klassischerweise ein pilzférmiges Muster, das von unserer
Simulation gut wiedergegeben wird (vgl. Abb. 5). Die Wirbel in den Pilzképfen sind wegen des
Wirbelerhaltungssatzes notwendigerweise gegenldufig. Im gezeigten Beispiel waren die Randbe-
dingungen an allen Réndern auf Extrapolation gesetzt. Fiir eine periodische Losung miissen die
Rénder in y-Richtung auf periodisch und nur in x-Richtung auf Extrapolation gesetzt werden.
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t=0
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Abbildung 4: Zeitliche und rdumliche Entwicklung der Richtmyer-Meshkov Instabilitét, iso-
Dichte Konturlinien

13



Abbildung 5: Detailansicht der pilzformigen Wirbelstruktur bei ¢ = 142.7 mit Stromlinien.
Oben: Dichtekontur, Unten: Druckkontur
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