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•
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•
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•
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•
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F �r�cX ���������~�������§�:����� H |«�Z���.J �����P_¡�����������6£~|~���~���~��_U���G ���|5�s�r���¯� |~�Z���������r�Z���n�G_¡���WJ ���u�Z����d��Z���n�G_¡�
����� F �¦����� ��� ������},���$e;V�f a �U��� F g �¦|~}����¦���B_OA����hQs|~��} � �$ ~��|iJ ���
�Z���je ������� �GA���������������� �����cd
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_U���������r�������Z�����n� },������£~|r�w�����1�l�����Z�����������Z���kN��w���`A����Z���~��� ������� ª d��Z������������}lJ ��������|������ �������Z�������
����� H |l������ ��mA��^�r�����1����������������� �l���r���s�r��� �����^�������«�������¤����������AEA����nN!J �����������3�����w�����ON���A������1¢
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�~���r},},��� ���������r�MA����r� ª d*A��cd
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F ��� N�J^��������},���Z����|r�s�GA����3�6�OA������DA������������Z�~����A �¦�Z�����

ut + f1(u)x + f2(u)y = 0 > ³&?}��¤�

u =











ρ

ρv1

ρv2

e











, f1 =











ρv1

ρv2
1 + p

ρv1v2

v1(e + p)











f2 =











ρv2

ρv1v2

ρv2
2 + p

v2(e + p)











> ¨@?

L��������r�������DA��������������
p = (γ − 1)ρε, e = ρε + 1

2
ρ(v2

1 + v2
2)

���n���s�GA��Z���
H = e+p

ρ

F �����l���������������§�^}��r�,|D_����~�6X A������������Z�~���,}��¤����������} R������e�r�Z�����������6���s�GA¤�����Z�~����|~��} > Q<�����¤��� R�|DA���}���� ?  ��|,�����r�E_Z� �������3��|DA��~��������� �l�Z}����������������«������}���}��¤� �����O����},��������������� Q�A����������B�������B��]

un+1
ij = un

ij −
∆t

∆x

(

gi+1/2,j − gi−1/2,j

)

−
∆t

∆y

(

hi,j+1/2 − hi,j−1/2

) > ¬A?

F ������� d�� J^�������Z���w�����jA��������r������?<���r���§��|~��}��¦����|~�

f2(u) = M · f1(M
−1u) > °(?

}��¤� ������?[���r�Z����|~��} �¦����|~�Z��}��¦����� �

M =









+1 0 0 0
0 0 −1 0
0 +1 0 0
0 0 0 +1









> B ?

A �r���������������������.Q�A������
f2

�������Z���6����},��������������Q�A��DC
h
�r���6������QKA����������

f1

_ON�J ª
g
�����Z�e�r���W_¡�����������Z��� ª

Q'���¯������R������e�¦�������w����������� a ���Z�l�Z����� �r��� �Z�������n� ����� � ����}��r���^A��~�����._U�����Z�\N7�cJ^�����Z���G Z���Z�$R������e�r�������
���~��������� a ���Z�l�Z���h��} �u�r��} ������� �����pL�������¥r�����B�r� �����YL��MAEA�� �r�n���w�������n���,����� A����������~�������~���7�PN��
�����¦|~���§�����Z��������� > fO¢�� H � ?<�����������1}��¤� ����},������� ?&ª

¬
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Q'�����s�r�0R����§�e�r������� ³~ª8a ���������Z��J ���������*C����Z���hL��MABA�� �������r|~�Z�����¦�������cL��������r�����r���~����|~},}����G ~�����6£~|~�
�����Z���6L��MABA�� N��Z�u��¥r�����������%�����������r� ª d��B�����*L��MABA�� �r�n���[J �����3�s�r����������� ����} �¦��� ® =6��|D_OA���} �~��A��~�§� �����
�s�r},��� ����� �l�Z}��������������	QKA��DCW_¡�����������Z��� ]

gi+1/2,j = g(un
i,j, u

n
i+1,j), hi,j+1/2 = h(un

i,j, u
n
i,j+1) >�� ?

<
��},}��3}��r� �r�G  �s� C ����� XX��� C~��� �����Z�������GAE_ ����� L��MABA�� �������n�O�¦|~�������r�n�$  ��|r��������� _��BA����Z�$�r� > � ª � ªA����Z�$�r�:���Y_U���������u�������������~��� ? £r���§�����BA��^�������G l�s�r���1�s� �¯}��r�w�¦} �������n�����3������A������r���n_ON!J ª �r}/|D_¡�������
�����%���n���������@L��MABA����r���3�r���Z����� T �������r b����� ��������� � ����}��r��� ® ���~����� �������~���Z��� ª F ���
����},�����������Z�tQKA��DC
_U���������Z�������������B�s�r�Z���¦���

gi+1/2,j = g(un
i+, un

(i+1)−), hi,j+1/2 = h(un
j+, un

(j+1)−) >�� ?

F �¦�����j_U�����r�����r� }��r�pN����s¥¦���������������l�������r�����~���
sx
���Z�

sy
���

x
® _ON�J ª

y
® � �����n���Z��� ª fO�¦�O�����s¥GA¤�
�����

�r��� �����������������������~����d6_OA������������~���
li,j
 
ri,j

���k� ® �u�����n�������Z 
ui,j

 
oi,j

����o ® � �����n���Z���O]

li,j =
un

i,j − un
i−1,j

∆x
ui,j =

un
i,j − un

i,j−1

∆y
>�� ?

ri,j =
un

i+1,j − un
i,j

∆x
oi,j =

un
i,j+1 − un

i,j

∆y
> ©A?

d����������������P�l�������~�Z���~���A}��DC%�������kd
���`J¯�r�OA �~�7����| ����� J¯���������G 6����� �����k? R Fu® �6���~���������s� � ��������¥GA�� ª
F �����j_¡���¦|~},}�� } �¦�B�Z�������������Z� ����}��¤����� ® Qs���Z������|~��J ��� N ª V ª },����},|l��]

minmod(a, b) =











a,
�e�GABA��

|a| < |b|
���Z�

ab > 0,

b,
�e�GAEA��

|a| ≥ |b|
�����

ab > 0,

0,
�e�GAEA��

ab ≤ 0.

> ³$²A?

F �����l�������r�����~���
sx
�����

sy
�������3�s�r},��� ]

sxi,j = minmod(li,j, ri,j) syi,j = minmod(ui,j, oi,j) > ³r³&?

F �r},��� � �r���B}��r�3����� T ���§���X£~|~} L��MAEA�}��¤�����MA��Z�����n� �r�3�����O�u�r���B�!�l�����r�¡|DA�����������]

un
i± = un

(i,j) ±
∆x

2
sxi,j

_ON�J ª
un

j± = un
(i,j) ±

∆y

2
syi,j > ³ ¨@?

F �r},��� �s�¦�5}��r��_U�������¤��� ������R������e�r�Z����� ¨«ª a ���������Z�O��} �
�r�Z} ª ¢u}"����� ¨lªKa �������������r�����y���h�Z���
L������ N��}_¡���¦|~},}����G G�~�����5}��r� �������ON���������AEA[�~�����r����|3£~|r�� �}��r� �!�l�����r�U|GA��������
£~|~} L��������Z�����n�

tn
�r�Z�

����� L��������������n�
tn+1/ ]

u
n+1/2
(i,j)± = un

(i,j)± +
∆t

2
ut > ³$¬A?

°



e �������hL��������¦�¦����}��r���G_¡���6�¦�������
�l�������~���Z��_¡�����������Z���G l�s�X} �¦���l�Z�:�Z��� T ��������N��,�����Z��} L��������Z�����n�
�s�¦� ª f��r� _¡���Z�EA�� � �������� s��������} }��r�3������L��������G_OA����������������Z�����%�u�r��}��G_OA����¤�������r���w�������7�\N7� ]

ut = −f1(u)x − f2(u)y > ³�°(?
�����B�s�r},���

u
n+1/2
(i,j)± = un

(i,j)± −
1

2

∆t

∆x
[f1(u

n
i+) − f1(u

n
i−)] −

1

2

∆t

∆y
[f2(u

n
j+) − f2(u

n
j−)] > ³ B ?

F ������� T ������� �~�������B�����B���3������� ����}��r��� ® ���~����� �����B�Z����}��r��_¡���¦|~}�}�� ����� ����},��������������� Q�A��������

gi+1/2,j = g(u
n+1/2
i+ , u

n+1/2
(i+1)−), hi,j+1/2 = h(u

n+1/2
j+ , u

n+1/2
(j+1)−) > ³ � ?

��������� � %:�"'&��� � ,/.10324%(# 
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F ��� H Q�� L��������������������\_¡���������~�����PN����6X �!J ¥r�Z�ZA������§����������������� �����m_��EA���� F ���������������������������PA �¦�Z���7� ]

∆t = CFL ·
min (∆x, ∆y)

max (|c| + |v|)
> ³ � ?

CFL <
1

2
> ³ � ?

��������� � # ��.4� �	�=#�� � '&�
�9. 21%(#7!�� .4� %(#
� � ')�
�9%:. ,4./2��4#-��� � '&���9% . � �D#-� ��� 8+%:.

F ����¢
}2J¯�r���^A������������,�¦|~��������£¦�¦����£r��� R:�r��� �G_^A����
[ρ, ρu, ρv, e]T

��� ������},������£~�YR:�r�����G_OA��
[ρ, u, v, p]T�������n����|~��������� ���n�����6L������BA��������r��},� �����6L����§���r�Z�����DA��������l�Z����J ������|DA��r� ]

ρ = ρ > ³ ©A?
u =

ρu

ρ
> ¨¦²A?

v =
ρv

ρ
> ¨l³&?

p = (γ − 1)

(

e −
1

2ρ

(

(ρu)2 + (ρv)2)
)

> ¨r¨@?

F ��� ��},�~���¦�����§��� ?[���r���§��|~��}��¦����|~��A��r�Z���7� ]

B



ρ = ρ > ¨r¬A?
ρu = ρ · u > ¨¦°(?
ρv = ρ · v > ¨ B ?

e =
p

γ − 1
+

ρ

2

(

u2 + v2
) > ¨ � ?

��������� � %('��A% . � �9. �
�D./2 � %:2/��.409,4.40=%:.
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�¦���O_¡���������~�����r��� �����ON����s�GA¤�����G  J¯���������1��}/�s�r� � �����Z�����~��_����7� ��|~�~�����r���n��� XX��|~�§�����MAEA����~�MA����r�� 
���5��������� T �������^��|u£r|~���r�������Z������_U���2J^�����Z���G  �s� C
�r�Z�Z����} �u�r���������6£~���ZA��r���r�����	V¯���������~���Z�~�����~�MA¤����� ª

��
��
��
��
��

���������������������������������������������������������������������	�������	���
b
���
���� � �b
���
����
× ×

b
���
���� � �b
���
����
× ×

×
�b
���
����

×
�b
���
����

×

× ×
b
���
���� � �b
���
����

fO�r�B�¦�¦�����Z��� T ������� ����� ���Z��������� L��MAEA����1���B�Z����XX��|~���ZN���AEA����3�!�l�����r�U|GA����������G 

u0,j = u1,j uIMAX+1,j = uIMAX,j > ¨ � ?
ui,0 = ui,1 ui,JMAX+1 = ui,JMAX > ¨ � ?

���¦��}��r�������PV¯�����������MA  m_U��������} } �¦�,�����6���������Pd��������������¤���¯�r���6��������}M�¡������|«�Z�������WJ �����������r���������������
R��������GA������ ����}��OA������§�$ [�����ZN���}��r�A�¡������|«�Z�������Z�3�
�r�Z�O_U�������Z�~�����~���G ���������} }��r�A�����1������������� T ���§���
£~|~} �~���~�����O_¡���`A������~�����������u�r���3�r|~�Z�����§� ]

u0,j = uIMAX,j uIMAX+1,j = u1,j > ¨¦©A?
ui,0 = ui,JMAX ui,JMAX+1 = ui,1 > ¬r²A?

F �����'}��DCu}��r�5���Z�'�GABA��$XX���@Cr���5} �r���Z���G  �����`_U����|~�Z������� �r�����5�����[�����cX ���r�������n������� d����Z�����«�e�GAEA���J �Z�����
�s�r��R����§�e�r�������O�¦} �
�¦���B�r�Z� ³rªba ������������N��Z���������������GA������ ª

�
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F ��� H |l�����6�OA���� ¨GF ���������}Qs|~�������r� ©~² ����|~�~���r}�},�������X�Z��� ���Z�\N7�������kfB�~�DA��������r������������}�|l���OA��r�����
=���|~�~���r}�},������������ DJ^�MA��������^��} R������DA���������N��Z�¯�8A �r����������������=6��|~�~���r},}������`J^�������u�«���������������¤���§£~|~�§�����BA�� ��}
¢
},�n�r���w},���X�«�O_���|~�Z��������� �����
R:�r�����G_OA����O�Z������� �����W=��je R�d0? � ���Z�}=�¢6V �4e H f�������}��GA��t_Z��������� ª
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