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1 Aufgabenstellung und Lehrziele

1.1 Aufgabenstellung

In diesem Projekt soll das Herzstiick eines Finite-Volumen Codes, der Riemannldser, implemen-
tiert und verschiedene Verfahren getestet werden. Ein fertiges Codegeriist wird zur Verfiigung
gestellt, in das die Flubfunktionen direkt einprogrammiert werden konnen. Es soll der prin-
zipielle Ablauf eines FV-Codes nachvollzogen werden sowie der Ubergang von einer auf zwei
Raumdimensionen.

Folgende numerischen Schemata sind zu implementieren:

Zentrales Schema mit und ohne Dissipation

Godunov (exakter Riemann-Loser wird zur Verfiigung gestellt)
e Roe
e HLLE

Lax-Friedrichs

Steger-Warming

Die Schemata sollen an folgenden 1D Testbeispielen validiert werden:

e Gausspuls (reine Advektion in v)

Instationédrer Stoss in Anfangsdaten (Rankine-Hugoniot Relation)

Reine Kontaktunstetigkeit in Anfangsdaten

Sod test problem

Toro’s Standardtests Nr. 3 und 4

Die Ergebnisse sollen in der folgenden Vorlesung présentiert und verglichen werden.

1.2 Lehrziele

e Implementierung verschiedener Riemann-Loser

e Einfiihrung in die Entwicklung eines komplexen Strémungssimulationscodes am Beispiel
eines Finite-Volumen Codes auf strukturierten Gittern

e Einfiihrung in Fortran90



e Berechnung einfacher Testbeispiele
e Visualisierung mit OpenDX

e Interpretation, Bewertung und Prasentation von Ergebnissen

1.3 Benotigte Software

e Linux
e IFC (Fortran90-Compiler)
e IBM OpenDX

2 Grundgleichungen

Die eindimensionalen Eulergleichungen in allgemeiner Form lauten

ut+f1(u)$ =0

mit
p pU1
pu1L pvi +p
u = s fl =
PU2 PULV2
e vi(e+p)
Zustandsgleichung p=(v—1)pe, e = pe + 3p(vi + v3)
Enthalpie H =<2

3 Verfahren in Erhaltungsform

n+1 — At

n

Uy U5 — Az (gi+1/2,j - 91'71/2,]')

3.1 Zentrales Schema

gisrj25 = 5 (fr (ig1y) + fi (uig))

Zentrale Verfahren sind bedingungslos instabil. Sie miissen durch kiinstliche Viskositédtsterme
der Form ¢Ax?u,, oder eAx*u,,., stabilisiert werden.
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3.2 Godunov-Typ Verfahren

Grundprinzip: Bestimmung der Fliisse durch (approximatives) Losen eines Riemann-Problems
an den Zellgrenzen.

Die Flufsdifferenz am Rand eines Gitterintervalls wird in die Anteile nach rechts und links zerlegt

und geeignet approximiert. Man nennt diese Verfahren daher auch Flufdifferenzen-Splitting
Verfahren.

3.2.1 Godunov-Verfahren

Exakte Losung des Riemann-Problems

Ji+1/2,5 = f1 (urp (0; Ui, Uz‘+1,j))

Eigenschaften des Godunov-Verfahrens sind exakte Erhaltung, Beinhalten nichtlinearer Wel-
lenausbreitung und Adaptivitat.

3.2.2 Roe-Verfahren

Lésung des exakten Riemann-Problems fiir die linearisiert Erhaltungsgleichung

ur + Alrum =0

Dabei muf die Matrix A;, folgende 3 Bedingungen erfiillen:

1. Ap(u,u) = A(u) (mit A(u) = df1(u)/Ou Jacobi-Matrix)
2. A, diagonalisierbar (Hyperbolizitit)

3. Mittelwerteigenschaft fi(u,) — fi(w;) = Ap-(u, — wy)



Die Matrix A;,. = A(u) mit den Mittelwerten

5o VPt VP . VPrV2r + /P i VorHy + /piH,
1 — s U2 — ) -
\/pr+\/pl \/pr+\/pl \/pr+\/pl

&= (y—1) (H— %@2)

erfiillt diese Bedingungen. Die Eigenwerte der Matrix A;,. sind

a1 =7V1 —C,a3 = a3 = V1,04 = U1 +C,

die Eigenvektoren

1 1 0 1
b, — G 01 0 by + ¢
rn = Ty ; ro = Vs ; r3 = 1 ; rqy = Ty
H— e % (02 + 72) U H+70,¢

Mit den Bezeichnungen

Ap=p.—p  Amy = pv1, — ooy Amgy = pvg, — pruy
Ae =e, — ¢ Ae = Ae — (Amy — 02Ap) Uy

erhidlt man aus der Bedingung u, — u; = Zf‘zl ~;r; die Koeffizienten

-1 _ -

Yo = —762 [Ap (T)% — H) — ﬁlAml + A@}
1 1

M=o [Amy — Ap (01 +0)] — o2

Ya=Ap—m— 2

Y3 = Amg — T)QAP

Damit erhalt man den Roe-Fluf als
=
Jit+1/2,5 = % (f1 (wir1g) + f1 (wiy)) — 2 Z%|ak|rk
k=1

Das Roe-Verfahren lauft dann folgendermafen ab:

e Berechne die Roe-Mittelwerte o, Uy, H und ¢

Berechne die gemittelten Eigenwerte ay, as, as, a4

Berechne die gemittelten Rechtseigenvektoren rq, 79, 73,74

Berechne die Faktoren v, v2, 73, V4

e Berechne den Roe-Fluf g;11/2;



Eigenschaften des Roe-Verfahrens sind

e Ein einzelner Stofl oder eine einzelne Kontaktunstetigkeit wird exakt aufgelost
e Unterschitzen der Wellengeschwindigkeit bei Verdiinnungen

e Bei starken Verdiinnungen kann die Konsistenz mit der Entropiebedingung verletzt sein
(Entropy-Fix notwenig)

3.2.3 HLLE-Verfahren

Approximative Losung des Riemann-Problems: nur ein mittlerer Zustand

aj_fl(“ij)_a;fl(uﬂrl,j)_'_ ala; (isry — us;)
— 1+1,7 1)

Ji+1/2,j = -
’ + _ + _
af —q al — aq

mit den Signalgeschwindigkeiten a;" = max {0, vy, + ¢,, 01 + ¢}, a; = min{0,vy, — ¢, 01 — ¢}.

3.3 Lax-Friedrichs Verfahren

Wihle a; = —£%, a, = 2%. Dann ergibt sich

Az
Gir1y2j = 3 (f1 (wis1y) + f1 (wig)) — E(Ur — )

Fiir das Lax-Friedrichs Verfahren mufs die CFL-Bedingung

A
Kj > max{|v —¢|, |[v+ |}

eingehalten werden.

3.4 Flulivektor-Splitting Verfahren

Aufteilung der Fliisse in nach rechs laufende und nach links laufende Anteile:

fi(u) = fi7(u) + f1 (u)

Der numerische Fluf ist dann

Jit+1-2,j = f1+<u2]) + ff(uz‘ﬂ,j)



3.4.1 Steger-Warming

Grundidee: Diagonalisierung der Jacobi-Matrix A(u) und Aufteilung der Diagonalmatrix in eine
positive und eine negative. Mit den Eigenwerten a; = v; — ¢,ay = a3 = vy, a4 = vy + ¢ ergibt
sich

" %(2(7—1)a§[+af+ajﬁ)
1,1
: pC
1 fiz fiavi+ (a3 — at) 2
1 = prm—
ff_,_?, ff1v2
fia L Ui+ + 4\ PCUL £, o+ pc?
f171 9 +(a4—a1)w+(a4+al)m

Dabei bezeichnet a;" den positiven oder negativen Eigenwert a;, also

. o Ja fallsa; >0
a; = max(azao) - { 0 sonst

{ a; falls a; <0

@ = minfa;,0) = 0 sonst

~

4 Analyse der Upwindverfahren erster Ordnung in Raum
und Zeit am Beispiel der skalaren Advektionsgleichung

Im Folgenden mochten wir die Eigenschaften der im Praktikum behandelten Finite Volumen
Verfahren untersuchen, insbesondere die Frage, warum die Lésung schlechter wird, wenn der
Zeitschritt kleiner wird. Dafiir wird mit der von Shokin [1] und Warming und Hyett [2]| entwickel-
ten Methode der Differentialapproximation diejenige partielle Differentialgleichung zu gesucht,
welche das numerische Schema exakt 16st, wihrend es die Originalgleichung nur ndherungsweise
16st. Der Ubersichtlichkeit halber wird dies am Beispiel der eindimensionalen, linearen skalaren
Advektionsgleichung durchgefiihrt, fiir die Euler-Gleichung lauft das Verfahren genauso ab, ist
aber deutlich aufwéndiger. Die zu untersuchende partielle Differentialgleichung lautet also

Uy + auy = 0, a> 0, a = const. (1)
In Erhaltungsform (Flufformulierung) geschrieben, ergibt sich aus
ur + (au), =0 (2)

der physikalische Fluf f = au. Nach dem Upwindprinzip wird wegen a > 0 der numerische
Fluf somit nur aus der Zelle stromauf (upwind) berechnet, also gilt

9it-3 = A (3)

Ein 1D Finite-Volumen Verfahren erster Ordnung mit dem Fluf (3) angewandt auf (1) ergibt

utt =l —a— (uf —uly) . (4)



Setzen wir u)' sowie alle Raum- und Zeitableitungen davon als bekannt voraus, konnen wir die

Unbekannten u*! und u? ; iiber Taylorreihen ausdriicken:
At?
und
22
upy =i — Az uw‘?"‘T“MW"‘ (6)

Im Folgenden lassen wir alle Indizes fiir u' etc. weg und schreiben nur noch kurz u. Gleichungen
(5) und (6) eingesetzt in das Finite Volumen Verfahren (4) ergibt nach Division durch At und
Kiirzen auf beiden Seiten

At 1 Ax?
Uy + 5 U +..= —an- (Axux — 5 Uaa + ) ) (7)
Bringen wir den Term mit u, noch auf die linke Seite, so erhélt man mit
At alAzx
Ut QU+ U e = U (8)

eine partielle Differentialgleichung, die der Originalgleichung (1) bereits sehr nahe kommt. Sho-
kin nennt diese Form I'-Form der differentiellen Approximation von (4). Der Term mit den
zweiten Zeitableitungen ist allerdings noch hinderlich fiir eine konkrete Interpretation des Ver-
fahrens, also sollen diese Zeitableitungen noch durch Raumableitungen ersetzt werden. Dies
geschieht im Allgemeinen dadurch, daf man die I'-Form sukzessive nach x und ¢ ableitet,
und das jeweilige Ergebnis wieder in (8) einsetzt. In unserem einfachen Fall ist es jedoch aus-
nahmsweise (Bedingungen siehe [1]) auch méglich, die Zeitableitungen direkt durch Ableiten
der Originalgleichung (1) zu erhalten:

uy +auy, =0
U + Aty = 0
Uy + AUz =0 9)
Daraus folgt schlieflich:
Uy = AUy (10)

Eingesetzt in Gleichung (8) ergibt sich

alAx 5 At
Ut + QU = Tum —a 771/# +
At
Uy + Ay = gAx (1 - CLA—x) Ugy + ... (11)

bzw. mit der Definition der CFL-Zahl ! (CFL = %) schlieRlich die partielle Differentialglei-
chung

Uy + au, = gAI (1 = CFL)ugy, (12)

welche auch dquivalente Differentialgleichung oder modified equation genannt wird. Gleichung
(12) wird von Verfahren (4) unter Vernachldssigung hoherer Glieder in der Taylorreihe ex-
akt gelost, wihrend Gleichung (1) nur ndherungsweise gelost wird. Die Eigenschaften des zu
untersuchenden Finite-Volumen Verfahrens (4) lassen sich nun aus der dquivalenten Differenti-
algleichung ableiten:

LCFL steht als Abkiirzung fiir Courant-Friedrichs-Levy.
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e Fiir immer feinere Gitter (Az — 0) verschwindet die rechte Seite von (12) und es ergibt
sich die Originalgleichung (1). Damit ist das numerische Verfahren konsistent zu (1).

e Der Fehler des numerischen Verfahrens wird durch die rechte Seite von (12) charakte-
risiert. Da sie proportional (Az)" ist, ist das numerische Verfahren (4) erster Ordnung
genau. Allgemein hat ein Verfahren die Ordnung p, wenn die rechte Seite der dquivalenten
Differentialgleichung proportional zu (Ax)” ist.

e Der Term u,, ist ein dissipativer Term, wie er von parabolischen partiellen Differenti-
algleichungen, z.B. der Wiarmeleitungsgleichung, bekannt ist. Die Reibungsterme in den
Navier-Stokes Gleichungen haben eine dhnliche Gestalt. Er bewirkt Dampfung im Falle
eines positiven Faktors vor u,,, bzw. Anfachung im Falle eines negativen Faktors vor wu,,.
Dampfung stabilisiert das Verfahren, Anfachung destabilisiert das Verfahren. Damit das
numerische Verfahren stabil bleibt, muf der Faktor (1 — C'F'L) positiv sein, somit ergibt
sich als Stabilitdtsbedingung: CF'L < 1.

e Wir bemerken ferner, dafs die Ddmpfung zunimmt, je kleiner der Zeitschritt wird. Dieses
aus der Erfahrung mit gewdhnlichen Differentialgleichungen zunichst vielleicht erstaun-
liche Ergebnis konnen Sie im Rahmen des Rechnerpraktikums am Beispiel der 1D Rie-
mannprobleme selbst durch numerische Experimente und Einstellen verschiedener CFL
Zahlen nachvollziehen. Gleichung (1) wird im Falle CFL = 1 sogar exakt geldst.
(Ubungsaufgabe: Es gibt noch eine physikalisch anschauliche Erklirung fiir dieses Phi-
nomen. Welche?)

Um die oben behauptete dissipative Eigenschaft des Terms u,, direkt zu zeigen, leiten wir im
Folgenden seinen Einfluf auf eine Fouriermode mit Wellenzahl k& ab. Dazu machen wir fiir die
Loésung von (12) folgenden Ansatz:

w(z,t) = uge' e, (13)

Eingesetzt in (12) ergibt sich folgende Dispersionsrelation:
—iw + iak = —cok? (14)

beziehungsweise

w = ak — icok? (15)
mit c; = §Az (1 — CFL). Damit lautet die Losung fiir eine allgemeine Fouriermode mit Wel-

lenzahl k A o
U (.T, f}) — uoez(kx—(ak—zcgk )t) (16)

bzw. anders geschrieben

kmfakt)efcngt_ (17)

Die ddmpfende Eigenschaft fiir ¢ > 0 bzw. das Anfachen fiir ¢; < 0 sind aus (17) direkt
ersichtlich.

u(z,t) = uge”

Wenngleich es sich bei Gleichung (1) um ein sehr einfaches Modellproblem handelt, sind die
Grunderkenntnisse direkt auf das nichtlineare System der Eulergleichungen iibertragbar. Auch
fiir diese Gleichungen lafst sich die Methode der Differentialapproximation durchfiihren, wenn-
gleich sie dort mit erheblich mehr Aufwand verbunden ist.
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